CAPÍTULO XI. 
APLICACIONES DE LA 
INTEGRAL DEFINIDA 


SECCIONES 

A. Áreas de figuras planas. 
B. Cálculo de volúmenes. 

C. Longitud de curvas planas. 


D. Ejercicios propuestos. 


A. ÁREAS DE FIGURAS PLANAS. 
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En Geometría Elemental se conocen las fórmulas para hallar el área de cual- 
quier región limitada por una poligonal cerrada. Ahora bien, si una región 
está limitada por alguna línea curva, como es el círculo, el área se expresa 
como un límite de las áreas de poligonales “próximas”. El procedimiento 
descrito en el capítulo anterior para definir el concepto de integral de una 
función consiste precisamente en aproximar la función por funciones esca- 
lonadas; si consideramos una función y = f(x) no negativa en un intervalo 
(a, b], la integral inferior es el límite de la suma de las áreas de los rectángu- 
los inscritos en la región limitada por la curva y = f(x), el eje OX y las 
rectas x = a y x = b, y la integral superior es el límite de las áreas de los 
rectángulos circunscritos a dicha región. De este modo podemos definir el 
área de dicha región como la integral de la función f en el intervalo [a,b]. 
En general, 


Dada una función y = f(x) integrable en un intervalo [a,b], el área de la 
región limitada por la función, el eje OX y las rectas x = a y x = b se define 
como 


ES 


Observación: El valor absoluto de la función es debido a que en los inter- 
valos donde la función es negativa, la integral también es negativa y su valor 
es Opuesto al del área correspondiente. 


En la práctica, para eliminar el valor absoluto en el integrando, debemos 
determinar los intervalos de [a,b] donde la función es positiva o negativa y 
descomponer la integral en suma de integrales correspondientes a cada uno 
de los intervalos indicados colocando el signo adecuado. Así, en la figura 
adjunta, el área se expresa como 


a= f fædd- f fo) det f Ha) de: 
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En particular, si la función está expresada en forma paramétrica z = z(t), y = 
y(t), el área viene expresada como 


b ti 
a=/ ydo= | ORIO 
a to 


donde a = z(to), b = x(t1). 


Regiones más generales que las descritas son aquellas que están limitadas 
por dos funciones y = f(x), y = g(x) entre dos rectas verticales £x = a y 
x = b. En este caso el área se expresa mediante la fórmula 


b 
A= | (0) - gl) de 


En el ejemplo de la figura, el área se descompone como: 


r 5 b 
A= f We) -Fear f [fa) — g(2)] de + | ut — fa de. 


Si la región está limitada por dos curvas y = f(x), y = g(x) entre dos 
rectas horizontales y = c e y = d, consideramos las funciones inversas 
e integramos respecto a la variable y. El área se expresa entonces como 


d 
A= f | (y) — el dy. 


En el ejemplo de la figura, dicha integral se descompone como 
r d 
A -f (y) 9 (y) w+ f [97> (y) — f7 (y)] dy. 
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En los ejercicios que siguen veremos ejemplos de todas las situaciones plan- 
teadas. Al ser válidas aquí todas las propiedades de las integrales obtenidas 
en el capítulo anterior, aplicaremos siempre los teoremas fundamentales de 
la integral. Omitiremos en la mayoría de los casos el cálculo de las primi- 
tivas pues ya se han realizado en el capítulo 7. Nos limitaremos a escribir 
el resultado de dicha primitiva y a indicar las sustituciones en los extremos 
de integración. Sí es muy conveniente tener una idea aproximada de la re- 
presentación gráfica de las funciones involucradas para conocer la posición 
relativa de las mismas y los intervalos de integración. Es importante tam- 
bién observar las simetrías de las figuras para así poder escribir fórmulas 
más sencillas para el área de las mismas. 


PROBLEMA 11.1 


Calcular el área de la región limitada por la gráfica de la función 
f y eleje X en el intervalo indicado: 


a) f(e) = [e] le — 1 en [-1,3. 
b) f(x) = x(Inz)? en [1, e]. 


c) f(x) =e "| sen z| en [0, 27]. 


Solución 


a) El área de la región (que es la parte sombreada de la figura) viene dada 


2 
por la fórmula A = f ||] — |æ — 1|| de. 
Al 


Teniendo en cuenta el signo de la función, la integral se descompone 
así: 


0 0,5 1 2 5 
a=) Last | (201) de+ | (22-1) dr+ | E 
E 0 0,5 1 2 
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2 


b) La función y = x(ln x)? es no negativa en el intervalo [1, el. 


e 


1 e 


El área es entonces, integrando por partes, 


2T 
c) Nuevamente la función es no negativa, por lo que A = / e *|senzx| dz. 
0 


1 2 3 4 5 6 


Para integrar descomponemos en dos sumandos y tenemos: 


27 T 2m 
A = f e” *| sen z| =] e “senz d+ | —e "senq dx 
0 0 T 


-r T -r 2m -r 2 
1 
= E (sen z + cos z) + E (senz + cosa) = ¡Cia 
2 A 2 


T 


PROBLEMA 11.2 


Hallar el área de la figura limitada por la función f(x) = x(x — 
1)(x — 2) y el eje OX. 


Solución 


Como la curva corta al eje OX en los puntos de abscisa x = 0, x = 1 y 


2 
x = 2, el área viene dada por A = ¡Ple dz. 
0 
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Ahora bien, en el intervalo [0, 1] la curva queda por encima del eje X mientras 
que en el intervalo [1,2] queda por debajo del mismo. Tenemos pues 


1 2 1 2 
a= f(x) d+ | — f(x) a= | (z3—3x?° +22) dz- | (£3—32? +27) de = 3 


al 


PROBLEMA 11.3 


Hallar el área del menor de los sectores que la recta z = 3 deter- 
mina en la circunferencia de ecuación r? + y? = 25. 


Solución 


=s 


Teniendo en cuenta la simetría de la figura basta calcular el área de la región 
contenida en el primer cuadrante. Tenemos 


5 
A = 2f yv 25 — 2? dz 
3 


25 3 
== JE 25 a? + E arcsen $ o 12 25 arc sen z. 
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PROBLEMA 11.4 


Hallar el área de la figura limitada por la recta z = 2a y la hipérbola 


2 2 
T 
a b2 
Solución 


De acuerdo con la figura, el área se obtiene como 
2a 
a| by/(z/a)? — 1 de 
a 


JAZZ n 
jeves abln T 2 
a 


A 


a 


2a 
| = ab[2 V3 — In(2 + V3)]. 


a 


PROBLEMA 11.5 


Hallar el área limitada por la curva y? = 2*(4+ 2). 


Solución 


Como la figura está determinada por el intervalo x € [-4,0] y es simétrica 
respecto al eje X, el área será 


4=2 | IFE de aro (E A ge 


7 5 3 105 
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PROBLEMA 11.6 


Hallar el área limitada por la curva zt — ax? + b?y? = 0. 


Solución 


La curva está definida cuando x= € [0, a] y es simétrica respecto a OX. El 
área viene dada por: 


A = A ¿Vaz dr = (cambio (a/2) cost = x — a/2) 
0 


a a? a t sen2t _ sentt "ma 
4b Jo 4b |2 4 3 Jo 8b ` 


PROBLEMA 11.7 


Hallar el área de la figura limitada por la curva (2/5)? + (y/4)2/P = 
1. 


Solución 


El área de la figura, teniendo en cuenta sus simetrías, es 


/2 


5 T 
A af 4(1 — a?/25)%/ du = (cambio x = 5cost) = 16 f 5senft dt 
0 0 


7/2 2 3t 
2 f (1 — cos 2t)" dt = 20 y 7 sen 2t + 
0 


At 7/2 
lt | = mn 


0 
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PROBLEMA 11.8 


Hallar el área limitada por la curva z = (y? +2). 


Solución 


En forma explícita, la ecuación de la curva es y = +y yx — x. Como la 
gráfica es simétrica respecto al eje OX, el área viene dada por 


l 1 sen t 
A = 2/ y Vz — qx dx = (cambio 5 — yz ==) 


JO 2 1ft sen2t  cos3t]7P T 
= > cos“ t- (1 — sent) dt = + + = 
7 212" a 0 d 
PROBLEMA 11.9 

z2 
Hallar el área encerrada por la curva y? = S (a — z’). 

a 


Solución 


De acuerdo con la figura y gracias a la simetría, tenemos: 


a 7/2 
A. = af Va —a dx = (cambio z = asen t) -4a f cos? t - sent dt 
o a 0 


de? cos3t]™? 4a? 
= 4a |— l 
3 Jo 3 
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PROBLEMA 11.10 


Hallar el área de la figura limitada por la cardioide de ecuación 
x(t) = a(2cost — cos 2t), y(t) = a(2sent — sen 2t). 


Solución 


Como la figura es simétrica respecto al eje OX, el área viene dada por 


A = 2f y-de=> f yO a 


—3a 


0 
2 f a(2 sen t — sen 2t)2a(sen 2t — sen t) dt 


sen2t sen4t]®? 


E 2 
2 3 = 6ra”. 


—3t 
= 4a? E + 2sen3 t + 


T 


PROBLEMA 11.11 


Hallar el área comprendida entre un lazo de la cicloide z = a(t — 
sent), y =a(1 — cost) y el eje OX. 


Solución 


Dala aia dl 


2ra 


Integrando respecto a la variable t, como un lazo de la cicloide se encuentra 
en el intervalo t € [0,27], resulta: 


2ra 277 
A = / y(t) dele) = 1 a(1 — cos t)a(1 — cost) dt 
0 0 
sen d ds 


0 


= 3ra?. 


3t 
a? É — 2 sen t + 
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PROBLEMA 11.12 


Hallar el área encerrada por la astroide de ecuación (ax)V3 + 
(by)? Z (a? Sy p2)?/3, 


Solución 
Escribimos la ecuación en forma paramétrica como g(t) = (c?/a) cos? t, 
y(t) = (c?/b) sen? t, donde c? = a? — b2. 


c? /b 


c”/a 


Teniendo en cuenta la simetría de la figura podemos escribir el área co- 
mo 


e? /a 0 
A = af y: =4 | (c? /b) sen? t - (c? /a)(—3 cos? tsen t) dt 
0 T/2 


12c f” E. PE 12c1 | t senát sest] 3r 
— sen” t cos = = 
0 


ab ab |16 64 48 Jo — 8ab’ 


PROBLEMA 11.13 


Hallar el área de la figura limitada por la curva y? = z, la recta 
y=1 y la vertical z = 8. 


Solución 
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Como la recta y = 1 corta a la curva en el punto de abscisa x = 1 y en 
el intervalo [1,8] la curva queda por encima de la recta, el área viene dada 


por 
8 
8 4/3 1 
A= | (£ — 1) dx = L -T A 
1 4 4 
1 
PROBLEMA 11.14 
Calcular el área limitada por la curva y = e? y las rectas y = e?, 
x=0. 
Solución 


2x 


En este caso, la recta y = e? queda por encima de la curva y = e?” en la 


región comprendida entre los valores x = 0 y z = 1. 


El área se obtiene como 


PROBLEMA 11.15 


Hallar el área de la región y > a? —9, r? + (y — 3)? >9, y <-—-r+3. 
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Solución 


El centro de la circunferencia es el punto (0,3) por el cual pasa la recta 
y = —z + 3. Esto quiere decir que la recta es un diámetro y el área de la 
figura sombreada es la diferencia entre el área de la región comprendida entre 
dicha recta y la parábola y el área del semicírculo de radio 3. Los puntos de 
intersección de la parábola y la recta se obtienen del sistema 


y=232-9, y=-r +3 => r +r-—12 0 p=, x= A 


Tenemos entonces: 


= Í — — (x? — pea q bl 
a= fK E = +12) de 


r? r? 3 9r 343 9r 
= 2r . 
—4 


PROBLEMA 11.16 


Calcular el área de la figura limitada por las curvas y = e”, y = e`” 


y la recta x= 1. 
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Solución 


1 


Como en el intervalo x € [0, 1] la curva y = e” queda por encima de la curva 
y =e *, el área viene dada por 


1 
a=/ (e? — e %) dí = [Peor =e E 
0 


PROBLEMA 11.17 


Hallar el área comprendida entre las parábolas y? = 2px, x? = 2py. 


Solución 


Como los puntos de intersección de ambas parábolas son (0,0) y (2p, 2p), el 
área viene dada por la integral: 


2p 
2p q? 23/12 z3 4p? 
A= V2pr — — =|./2p- =a 
l ( pe 2) e | 2073 6p 


0 


PROBLEMA 11.18 


Dada la curva de ecuación y = z? y la recta y = Az (ver figura), 
demostrar que la región Sı limitada por la curva y la recta en el 
intervalo x € [0,a] tiene la misma área que la región Sz limitada 
por la curva y el eje X en el mismo intervalo. 


Solución 


Como la recta pasa por el punto (a, a?), se debe cumplir que a? = Aa, es 


decir A = a?. 


Al calcular cada una de las 


S1 


Sy = EOS 
0 


lo que prueba el enunciado. 


Il 
A 

PEN 
> 
2 

l 

2 
O 
a 
8 

| 


áreas mencionadas obtenemos 


B Mr? z4] 2%d24-at a 
O y 


4 4’ 


PROBLEMA 11.19 


curva de Agnesi y = 


Hallar el área de la figura encerrada por la parábola y = 2?/4 y la 
8 


z2 +4 


5l 


Solución 


=2 2 
Los puntos de intersección de ambas curvas son solución del sistema formado 
por ambas ecuaciones. Tenemos que: 


2 
8 
= a grt 4r? = 32 4 r? = —2 + V1 432 =—2 46. 
4 a2+4 


Como la solución x —8 no es real, sólo es posible z? = 4 <= x = +2. El 
área es entonces, teniendo en cuenta la simetría de la figura, 


2 8 z2 2 8 a? 
f, aah dis / aah du 


312 
£ T 4 
214 tg —— —| =2r—-. 
darcts i al, T 3 


2 = 


A 


PROBLEMA 11.20 


TL 
Calcular el área limitada por las curvas y = 1?, y = sen 7’ 


Solución 


Como se observa en la figura, la región que limitan dichas curvas se encuentra 
$ o TL A 
en el intervalo [0,1] en el cual la función y = sen > queda por encima de 


y = r?. 


El área es entonces 


1 3 E 
2 1 2 
a= f [sen E — a] | EE z = F 
0 2 T 3 


PROBLEMA 11.21 


Calcular el área de los dos trozos en que la circunferencia z? + (y+ 
Ry? = 2R? divide a la circunferencia z? + y? = R?. 


Solución 
Los puntos de intersección de ambas curvas son: 


ry? = R, +y 42Ry+R?=2R? => 2Ry = 0 => y = 0 = r= R, 


y las regiones que limitan son las indicadas en la figura. 


Las áreas de ambas regiones son: 


R 
A E 1 (VR -2 - V2R? -22+ R) de 
-R 
R 
o Jev -r 7 R? z 
= 3 y *resen 
-R 
R 
V2R? — q? 
= Y + R?arcsen — + [Rr]? = R?; 
2 Ry2 Me 
A9 = TR? — Az = (7 = 1)R?. 
PROBLEMA 11.22 
Calcular el área comprendida entre las curvas y = senz, y = 
1/senz, para z € [7/4,7/2]. 
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Solución 


En el intervalo indicado, la curva y = 1/senx queda por encima de y = 


sen? T. 


T/4 T/2 T 


T/2 
A = / ( l 500) dx 
7/4 MSenz 


= [e | cosec x — cotg x| + cos z — 


cos? z| ma 5y2 
3 


PROBLEMA 11.23 


Calcular el área comprendida entre las curvas y = 1/cos? z, y = 
senf z para g € [0,7 /4]. 


Solución 


En este caso también la curva y = 1/cos?x queda por encima de y = 
senf z. Bastará pues integrar la resta de ambas funciones en el intervalo 
indicado. 


7/4 
A = f (sec? x — senf x) dx 
0 


5 
tgr — — r + = sen2r— — sen 4r — — sen? 2x = AS 


1 3 1 T/4 59 5r 
16. 4 64 48 o B 64 


PROBLEMA 11.24 


Hallar el área de la figura comprendida entre la hipérbola equilátera 
a? — y? = 9, el eje OX y la recta que une el origen con el el punto 
(5,4). 


Solución 


El área de la región se puede obtener como la resta entre el área del triángulo 
de vértices O(0,0), A(5,0) y B(5,4) y el área de la región limitada por la 
hipérbola y el eje OX en el intervalo [3, 5). 


4 


Tenemos pues: 


PROBLEMA 11.25 


Determinar el área de la parte común a las dos elipses 


2 2 2 2 
T y T Y 
r A o pta! con a >b. 
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Solución 


Debido a la simetría de la región (ver figura), basta calcular el área de la 
región comprendida en el primer cuadrante. 


ab 


El punto de intersección de las elipses tiene abscisa x = EEE con lo 
at + 


que el área pedida es 


ab b 
A = 4 [V bITa do+ a | , ay 1 — 22/b? de 
0 a 
TER 


al+b2 
4 2 E an 4a [b? zT T 
= z |z acsetz a? — r? E +z | vesenz +5 b?— x? 


o 


— arc sen 


a T 
—— + — E 
va? + b2 a 


= 2ab aro sen 


b 
FER 


PROBLEMA 11.26 


Calcular el área de la región limitada por las gráficas de f(x) = 
|z — 1| y g(x) = z? — 2r. 


Solución 


Los puntos de intersección de las curvas son: 


y=|e—1|, y=2?-22 = |z- 1| = z?’ — 2r 
B six > 1 =a. 
= 


-a+1=2x?-2r six<l 
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Debido a la simetría de la figura, el área se puede expresar como: 


34V5 3445 
da (ed af ae i= aA 


PROBLEMA 11.27 


Calcular el área de la figura limitada por la parábolas y = 2?, 


y = 2?/2 y la recta y = 27. 


Solución 


La primera parábola y = z? corta a la recta en el punto de abscisa x = 2 
mientras que la segunda parábola y = 1?/2 corta a la recta en el punto de 


abscisa z = 4. 


2 4 


El área se descompone entonces como suma de integrales de la siguiente 


forma: 


2 4 
— r? — r? H x— q? T=4. 
a= fi 12) d + [0 /2) dr =4 
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PROBLEMA 11.28 


Calcular el área de la región limitada por las gráficas de f y g en 
el intervalo que se indica en cada caso: 


a) $(2) = VE, g(2) = 2? en [0,2]. 
b) f(x) = x(x? — 1), glz) = x en [-1,2]. 


Solución 


a) Los puntos de intersección de las curvas son 


y = VT, Y a? a=a? z=0,x=1. 
4 
1 
0 1 2 


El área se descompone entonces como la suma 


= : — r? XI 2 — VE) de = 142 
A= | (va Jdt | va) de = E, 


b) Los puntos de intersección de las curvas son: 


y = x(x? —1), y = z => r(x? —1)= x xr=0, x= V2, r = —vV2. 
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El área se obtiene entonces como: 


2 
A = f |e(z? — 1) — z| de 


y ye 2 11 
f| -2a | (22-2) dot | (2? — 22) de = 7- 
0 


y2 


PROBLEMA 11.29 


Calcular el área limitada por las regiones y < z? +1, y > x? —9, 
y<3—x. 


Solución 


Calculamos los puntos de intersección de las curvas: 


y=1324+1,y=3-xu => r? +r- 2= 0 = r= 2, r= l; 
y =r? —9, y=3-zx => z? + g — 12 = 0 => T = —4, 1=3. 
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El área queda entonces como la suma de las siguientes integrales: 


-2 1 
A = f (6-2) -(2-o] d+ | [@+ 1) - (2-9) dz 


—4 —2 


3 
2 
+f [(3 — x) — (1% — 9) dx 


E i 5 158 
= f (-23-2+12) de + f 10de+ | (=a? - +12) de = È. 
-2 1 


PROBLEMA 11.30 
Calcular el área comprendida entre las cuatro parábolas 


y? =x, Y = 2g, 2? = y, £? = 2y. 


Solución 

Los distintos puntos de intersección son los siguientes: 
r? = 2y, y =x => z = 0, 2=4/; 
£? =y, YY =r =r=0, r= l; 


r? =y, yY = 2r = r = 0, x = 4/6; 
r? = 2y, y? = 2x => 1=0, x=2. 
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El área es entonces 


f 


41/6 


41/3 


2 ? 2 1 
[zf — yx] do+ f jo VE /2] dz = z. 


41/6 


[V2x — vz] d+ f 


PROBLEMA 11.31 


Calcular el área de la figura interior a la circunferencia £? + (y — 
1)?=5 y a la parábola z = 2(y — 1)?. 


Solución 


Los puntos de intersección de ambas curvas son: 


24 (y-1)?=5, 2/2=(y-1)? = 2r? +r -10 = 0 = z = 2, z = —5/2. 


Como la parábola está definida en x > 0, sólo es posible la solución x = 2 
lo que da los puntos (2,0) y (2,2). 


Como debemos descomponer la integral en dos sumandos para integrar res- 
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pecto a la variable x, integramos respecto a y, lo que da lugar a: 


2 
A / [V5 1-13? -20 -1)] dy 
0 
2 
y—1 y-l1 2 3 1 2 
= |- arcsen + 5 1)? 1 = 5arcsen — + =. 
E T E +3 
PROBLEMA 11.32 
Encontrar el área de la región común a las circunferencias C4 : 
L? +y = 4, O: r? +y? = de. 
Solución 


Los puntos de intersección de las circunferencias son (1, v3) y (1, —v3), de 
modo que, si integramos respecto a la variable y, el área puede expresarse 
como la integral 


v3 v3 
A = A [V4- y? - (2 - v4 7) dy=a f (y 4=3y?*=1) dy 
0 0 
v3 
= a|Z V4 =y? + 2arcsen Z — y|” == 243, 


PROBLEMA 11.33 


Sea f la función indicada en la figura adjunta. 
1 
Hallar / f y también el área de la región comprendida entre la 


0 
función f y el eje X. 
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Solución 


El área será la suma de las áreas de los triángulos que la función determina 
con el eje OX. Resulta entonces la siguiente serie geométrica: 


1 1 1 SM > Y 1 
2 (5 5) 235 20 2 EE 2 


Para calcular la integral, debemos sumar las áreas de los triángulos que que- 
den por encima del eje OX y restarle la suma de las áreas de los triángulos 
que quedan por debajo del mismo. Tenemos nuevamente las series geométri- 


cas, 
I 2 1 1 1 = 1 1 1 
ka De 9 1 92n — 92n+1 2 9 1 92n-1 n 
0 n=0 n=l 
E $ 1 5 1 1/4 1/8 1 
B 22n+2 22n+1 1-1/4 1-1/4 6 
n=0 n=1 


B. CÁLCULO DE VOLÚMENES. 


PS aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaammMmMlMlM 


El concepto de integral también puede aplicarse para calcular volúmenes de 
ciertos sólidos. Los distintos casos y métodos utilizados son los que expone- 
mos a continuación. 
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B.1.- VOLÚMENES DE SÓLIDOS DE SECCIÓN CONOCIDA. 


Supongamos que un sólido está limitado por dos planos paralelos entre sí y 
perpendiculares a un eje fijo t en los puntos t = ty y t = tı. Supongamos 
además que las secciones producidas en el sólido por planos perpendiculares 
al eje t son regiones cuya área se puede escribir como una función A(t) 
integrable en |to, t1]. Entonces el volumen de dicho sólido verifica la fórmula 
de Cavalieri 


(1) y= T A(t) dt. 


En particular, si las secciones son perpendiculares al eje OX entre los valores 
T 


i! 
mym V= f A(x) dz. 


Así, en el ejemplo de la figura tenemos una pirámide de base b y altura h y 
las secciones perpendiculares al eje OX son cuadrados. 


Para calcular el lado de un cuadrado genérico escribimos la ecuación de la 
recta que une el origen con el punto (h,b) y calculamos su valor en el punto 
de abscisa x. Resulta pues y = bx/h con lo que la función a integrar será el 
área del cuadrado A(x) = (2y)? = (2bx/h)? y el volumen es 


h 2 1,3] 2 
v=/ (2bx/h)? pa ES aek 
A lal 3 
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B.2.- VOLÚMENES DE SÓLIDOS DE REVOLUCIÓN. 


El sólido de revolución es la figura obtenida al girar una región plana al- 
rededor de un eje fijo (eje de revolución o eje de giro). Esto quiere decir 
que las secciones perpendiculares a dicho eje son círculos (o coronas circula- 
res). El volumen se obtiene según el caso con los siguientes métodos: B.2.1.- 


MÉTODO DE LOS DISCOS. 


Consiste en interpretar el volumen como límite de la suma de los volúmenes 
de los discos que se obtienen al cortar la figura por planos perpendiculares 
al eje de giro. Podemos distinguir dos casos: 


(+) El eje de giro forma parte del contorno de la región plana. 


Si consideramos la región plana limitada por la curva y = f(x), el eje de 
giro y las rectas x = a, £x = b, las secciones perpendiculares al eje de giro 
son círculos con lo que debemos integrar la función que corresponda al área 
de los mismos en el intervalo correspondiente. 


Así, si el eje de giro es el eje OX, tenemos la fórmula 


b 
(2) V= n f Aa)? dz. 


Si el eje de giro es la recta y = r, el radio del círculo en un punto de abscisa 
x es |f(x)— r| y el volumen queda entonces: 


b 
(3) Von] [f(£) — r}? dz. 


En otros casos se procede de forma similar. 


(**) El eje de giro no forma parte del contorno de la región pla- 
na. 
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Consideramos ahora la región limitada por las curvas y = f(x), y = gl£) y 
dos rectas perpendiculares al eje de giro, siendo éste exterior a la región. En 
este caso, las secciones perpendiculares al eje de giro son coronas circulares. 
Debemos pues restar el área del círculo exterior menos el área del círculo 
interior. 


eje de 


giro 


Si el eje de giro es el eje OX, 


b 
(4) V=r / (FP — [ata)]) dz. 


Análogamente, si el eje de giro es la recta y = r, 


b 
(5) V=r 1 (L(a) - 1}? — [g(x) — r1?) de. 


Será necesario conocer la posición relativa de las funciones f y g para lo cual 
es fundamental tener una idea de las gráficas de las mismas. 


B.2.2.- MÉTODO DE LOS TUBOS. 


Este método consiste en interpretar el volumen como límite de la suma de 
los volúmenes de los tubos obtenidos al girar alrededor del eje de giro las 
franjas de espesor infinitesimal que determina en la región una partición del 
intervalo. Este método será apropiado cuando al intentar aplicar el método 
de los discos se deba descomponer la integral en varios sumandos. 
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eje de 
giro 


: LE lo medio: 


X. 


Como el volumen de cada uno de estos tubos es 27r. radio medio - altura, el 
volumen obtenido al girar la región comprendida entre la función y = f(x), 
el eje X y las rectas x = a, x = b tiene las siguientes fórmulas. 


Cuando el eje de giro es el eje OY: 


b 
(6) v=2r | x- f(x) dz. 


Cuando el eje de giro es la recta vertical x = r: 


b 
(7) v=2r | noia 


Fórmulas análogas se obtienen para regiones comprendidas entre dos funcio- 
nes o para ejes horizontales. En los siguientes problemas se realizan ejemplos 
de todos los casos indicados. 


PROBLEMA 11.34 


Hallar el volumen de la figura engendrada al girar la curva y? = a? 


alrededor del eje X a lo largo del intervalo zx € [0, 1]. 
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Solución 


De acuerdo con la figura, y aplicando la fórmula (2), tenemos: 


1 4q1 
rer] domni] == 
0 4lo 4 


PROBLEMA 11.35 


Hallar el volumen del cuerpo engendrado por la rotación, alrededor 
del eje OX, de la superficie limitada por el eje OX y la parábola 
y =ax— a? (a >0). 


Solución 


Aplicamos directamente el método de los discos integrando en el intervalo 
[0, a] que corresponde a los valores de x que limitan la superficie dada. 


Von (0-2 dom | (o? +a- 2a) de = EE 
0 0 
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PROBLEMA 11.36 


Calcular el volumen del sólido engendrado por la rotación de la 
región limitada por los ejes coordenados y la curva de ecuación 
vi+yy= ya (a > 0) alrededor del eje OX. 


Solución 


De la ecuación de la curva se obtiene que y? = (ya — yz)! = a? + z? + 
6ax — 4a8/2x!/2 — 4a!/2x3/2, El volumen buscado es pues 


a a 3 
V=./ y (x) do=" | (+2?+600-4a Pal? —4a Ra) da = T` 
0 0 


PROBLEMA 11.37 


Los semiejes positivos y un cuadrante de la astroide de ecuación 
x = acos? t, y = asen? t delimitan una región cuya área designare- 
mos por S. Se pide: 


1) El volumen del cuerpo de revolución engendrado por S al girar en 
torno al eje OX. 


11) El volumen del cuerpo de revolución engendrado por S al girar en 
torno al eje OY. 
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Solución 


i) 


Por el método de los discos, si integramos respecto al parámetro t, 
como los valores extremos x = 0 y x = a corresponden a t = 7/2 y 
t = 0, respectivamente, tenemos: 


a 0 
V = a f y(t) de(t) = a f a? senf t - (—3a cos? tsen t) dt 
0 7/2 


m/2 34 3cos5t 3cos7t cost]"P_16ra3 
3ra* f sen” t cos? tdt = 3ra? [E Se + Si e ara 
0 5 7 9 jo 105 


ii) 


Utilizaremos en este caso el método de integración por tubos. El vo- 
lumen es 
a 0 
Y = 2r | x(t)y(t) dz(t) = 27 | acos? t - asen? t - (—3a cos? tsen t) dt 
0 7/2 
sent 2senTt sent]? O 16ra? 
5 7 + o 108, 


T/2 
6ra? J cos” tsení t dt = 6ra? | 
0 


El resultado es el mismo debido a las simetrías de la figura. 


PROBLEMA 11.38 


Hallar el volumen engendrado por la rotación alrededor del eje 
OY del área limitada por el primer arco de la cicloide de ecuación 
x =t— sent, y=1-—cost. 
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Solución 


De acuerdo con la figura, si aplicamos el método de los tubos e integramos 
respecto al parámetro t, tenemos: 


V 


277 27 
27 f x(t)y(t) dx(t) = 27 | (t — sent)(1 — cost)(1 — cost) dt 


27 
= 2r | (t — 2t cos t + t cos? t — sen t + 2sen t cos t — cos? tsen t) dt 
0 
3 cost  3cos2t  Ttsent]” 3 
= 2r |— — cost + = 6r”. 
4 3 8 al, 


PROBLEMA 11.39 


Calcular el volumen del sólido obtenido al girar la región limitada 
por la curva f(x) = seng + cosx y el eje X en el intervalo [0,7] 
alrededor del eje X. 


Solución 


U 


Si aplicamos el método de los discos, resulta: 


T 1 T 
v=x f (sen x + cos z)? de =z |e ¿coso =r. 
0 0 


La siguiente figura da una idea de la forma del sólido obtenido. 
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PROBLEMA 11.40 


Se considera el área S de la región limitada por un cuadrante de 
una circunferencia de radio R y las tangentes en sus extremos. 
Hallar el volumen que engendra S cuando gira en torno a una de 
las tangentes. 


Solución 
Tomamos como eje OX el eje de giro y como eje OY la recta que, pasando 
por 


el centro de la circunferencia, es paralela a la otra tangente. De este modo la 
ecuación de la circunferencia será 2? + (y + R)? = R? => y = VR? — q? — 
R. 


El volumen pedido viene expresado por: 


R R 
V = a f Pl) de= | (VR? — 22 — R}? de 
0 0 
3 R 3 
z A r| Tk 
= r [200 3 R areson 5| =e (10 — 37). 
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PROBLEMA 11.41 


Calcular el volumen engendrado por un segmento circular de ángu- 
lo central 2a (ver figura) con a < 7/2 y radio R al girar alrededor 
de su cuerda. 


Solución 


Tomando como eje OX la cuerda AB y como eje OY la perpendicular a 
esta cuerda que pase por el centro de la circunferencia, debido a que OB = 
Rsena y |OC| = Rcosa, la ecuación de la circunferencia es 2? + (y + 
Rcosa)? = R?, de donde y = —Rcosa + VR? — 22. De esta forma, el 
volumen pedido es 


Rsen o Rsen o 
V = a f yda = 27 | (R? cos? a + R? — a? — 2Rcosa y R2 — a?) dx 
0 


—Rsena 


27R* 
== sen a — 3a cos a + cos” 


asena). 


PROBLEMA 11.42 


Se considera el arco OAB de la parábola de ecuación y = x(1—a), 
con OA =a > 0 y OC = c > a. Determinar c de tal manera que 
el volumen de revolución engendrado por la zona sombreada de la 
figura, al girar en torno a OX, sea igual al volumen engendrado 
por el triángulo OCB girando en torno al mismo eje. 
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Solución 


El volumen engendrado por la zona sombreada es 


V = a f| Po) detr f Pl) de =a | (z-a)? doin] 2 (a — ay? de 
0 a 0 a 
ne 


a (6c? — 15ca + 100°). 


Como OC = c, BC = c(c— a) y el volumen del cono engendrado por el 
triángulo OC B es 


Igualando los valores de V y V’ se deduce que c = 5a/4. 


PROBLEMA 11.43 


yx 
1 +2? 
obtiene en el intervalo [0, x] un sólido cuyo volumen designaremos 


Al girar alrededor del eje OX la curva de ecuación y = se 


1 
por V(x). Determinar el valor de a para que V(a) = 3 lím V(x). 


Solución 


El volumen V(x) se calcula mediante la fórmula: 


o fa = A dr n| -1 | r x 
Vía) =r | Pa) de= | arala 1402 
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2 


T 1 
Ahora bien, como mm V(x) = z deberá cumplirse 5 e : a 5 de 
donde a = 1 (no es válido a = —1 pues no está en el dominio de la función). 


PROBLEMA 11.44 


Un sólido de revolución está generado por la rotación de la gráfica 
de y = f(x) para [0, a] alrededor del eje X. Si para a > 0 el volumen 
es a? +a, hallar la función f. 


Solución 


Por la fórmula del volumen tenemos que 
3 A j 2 
a +ta=V =r | [f (x)| dz. 
0 


Si llamamos G a una primitiva de f?, es decir tal que G” (x) = f?(x), enton- 
ces 


a +a 
V = Tr [Gla) — G(0)] = a + a = G(a) = 


+ G(0). 


3 
Esto sugiere definir G(x) = TER 


. De este modo, G(0) = 0 y 


= (0) => Ho) 


T T 


PROBLEMA 11.45 


Hallar el volumen de la figura engendrada al girar la superficie 
comprendida entre la parábola y? = x y la circunferencia y? = 
2z — a? alrededor del eje X. 


Solución 


Los puntos de intersección de ambas curvas son (1,1) y (1,—1). 
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Utilizando el método de integración por discos y descomponiendo la integral 
en dos sumandos, tenemos 


1 2 971 372 
V=a | zasta f (02-2?) dom (5 tre _ 
0 1 


PROBLEMA 11.46 


Se considera la parábola de ecuación y = 22y2/a, con a > 0, y la 
circunferencia 12+y? = a?. Determinar el volumen engendrado por 
la zona sombreada de la figura al girar en torno al eje OX. 


Solución 


Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones de la parábola y de la 
circunferencia, se tiene que OC = ay/2/2. Como el radio de la circunferencia 
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es a, el volumen pedido será 


av2/2 a 
V = r | 22*/a? do+n f (a? — 22) de 
0 a 


v2/2 
57 9V2/2 370 3 
a JEA +a fes- Z = T2 (20 - 1142). 
5a 0 3 av2/2 30 


PROBLEMA 11.47 


Determinar el volumen del sólido obtenido al girar alrededor del 
eje OY la región limitada por las parábolas y = ax?, y =b-—cx?, 
con a,b,c > 0. 


Solución 


Los puntos de intersección de las parábolas se obtienen resolviendo el sistema 


formado por sus ecuaciones. Así se tiene A(yb/(a + c), ab/(a + c)). 


Calculamos el volumen por el método de los discos para lo cual debemos 
integrar respecto a y en los intervalos (0, ab/(a+c)) y (ab/(a+c), b). Resulta 


así: 
ab/(a+c) b eR 2 
v=r | dyta | b Lis mb 
0 a ab/(a+c) € 2(a + c) 


TT 


PROBLEMA 11.48 


Hallar el volumen generado por la rotación del área limitada por 
la parábola y? =8x y la ordenada correspondiente a z = 2 


1) en torno al eje X; 
ii) en torno al eje Y; 


iii) en torno a la recta x= 2. 


Solución 


i) Dividiendo el área en franjas verticales, al girar alrededor del eje X se 
obtienen discos de radio y = vV8x en el intervalo x € [0, 2]. 


4 


-4 


Aplicando la fórmula de integración por discos se obtiene: 


2 
v=x f 8x dx = 167. 
0 


ii) Aplicaremos nuevamente el método de los discos para lo cual debemos 
integrar respecto a la variable y en el intervalo [-4, 4]. 


Como un disco genérico tiene radio exterior 2 y radio interior x = y?/8, 
el volumen viene dado por 


1287 


320 


iii) Aplicaremos en este caso el método de los tubos. Como se observa en 
la figura, la altura de un cilindro genérico es 2y = 2y 8x = 4y2zx y su 
distancia al eje de giro es 2— zx. 


4 


-4 
El volumen pedido será 


? a 2567 
V = 2r | 4V 2x(2 — x) dx = 8v2 | (2x1? z z3/?) dr= e 
0 0 


PROBLEMA 11.49 


¿Cuál es el volumen del sólido que se obtiene al girar alrededor 
del eje X la figura limitada por la curva y = e” y las rectas x= 0, 
y=e? 
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Solución 


Como la recta y = e queda por encima de la curva y = e* en el intervalo 
[0, 1], si aplicamos la fórmula (4), el volumen viene dado por: 


1 1 2 
1 1 
Yon | (P-e) dr=r da ze E Red 
0 2 Jo 


Una idea del sólido obtenido se expresa en la siguiente figura. 


PROBLEMA 11.50 


Se considera la región del plano formada por los puntos (x,y) que 
satisfacen las desigualdades 0 < x < 2, 2?/4 < y < 1. Calcular el 
volumen del sólido obtenido al girar esta región alrededor del eje 
Y, alrededor del eje X, alrededor de la recta x = 2, y alrededor de 
la recta y = 1. 
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Solución 


a) 


2 


Al girar alrededor del eje Y, el volumen (por el método de los discos) 
es 


1 
V=./ 4y dy = r [24°]; = 27. 
0 


Nuevamente por el método de los discos, si integramos respecto a z, 
tenemos: 


Aplicando en esta ocasión el método de los tubos tenemos: 


2 2 3 472 
10 
V=2r (02) a?/4) de = 27 [22 5 += ME 
0 


2 


Integrando por el método de los discos, tenemos por último que 


2 3 572 
16 
v=x f (1-2/4)? de = |e E a TE 
0 0 


6 +80 15 


PROBLEMA 11.51 


Hallar el volumen generado por la rotación del área limitada por 
y = =x? — 3x + 6, £x + y — 3 = 0 alrededor de la recta 


i) y=0; 
n) r=3 
Solución 


i) Los puntos de intersección de las curvas son 


y = —22-3x+6, y=3-2= -r?° — 2r +3 = 0 => T = 3, x=1l. 
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Si aplicamos el método de los discos, como la parábola queda por 
encima de la recta en el intervalo x € [-3,1], el volumen es: 


1 1 
V -s= nf a- dz=r | -2-3246 - 63- 2)? dx 


j 1792 
= a f| (xt + 6x’ — 4r? — 30x + 27) dz = a 
-3 


ii) La recta x = 3 es exterior a la región que gira. Aplicamos en este caso 
el método de las tubos. La altura de un cilindro genérico es Yp — Yr = 
(—1? — 32 + 6) — (3 — x) = —2? — 2x +3 y el radio es 3— x (distancia 
del eje de giro a un pany de la región). 


El volumen es pues 


A i 256 
V= 2r | (3-2) (—23?-21+3) de = 2r | (1—a?—97+9) dz = a 
8) =3 


PROBLEMA 11.52 


Calcular el volumen del sólido obtenido al girar la región limitada 
por las gráficas de f(x) = b(x/a)? y g(x) = blx/a] alrededor de y = 0. 


Solución 


Los puntos de intersección de ambas curvas son: 


bx? bx bz? bz 
ia e I a > a >al—ar=0 =0, x=. 


YA 
UA TNN] 
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Debido a la simetría de la figura, como la recta queda por encima de la 
parábola, el volumen es: 


a (br? brt b? Tu? r5] 4rb?-a 
V=2 EAS E A A A 
r f E z) a S5 sal, 15 


PROBLEMA 11.53 


Calcular el volumen engendrado por la región que delimitan las 
parábolas y? = 2px, z? = 2py (p > 0), al girar en torno a OX. 


Solución 


Se obtiene fácilmente que los puntos de intersección de las parábolas son 
(0,0) y (2p, 2p). 


2 p 


Por el método de los discos, el volumen es: 


2p 2p „4 12 
v=r | 2po de= | — de= Śr. 
0 o 4p 5 


PROBLEMA 11.54 


Calcular el volumen del sólido obtenido al girar la región limitada 
por las gráficas de f(x) = senz y g(x) = cosx en el intervalo [0, 7/2] 
alrededor del eje X. 
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Solución 


Aplicando el método de los discos, debido a la posición relativa de las cur- 
vas, debemos descomponer la integral en los intervalos [0, 7/4] y [7/4,7/2]. 
Así tenemos: 


< 
Il 


7/4 m/2 
a | (cos? x — sen? £) dz + a f (sen? x — cos? £) de 
0 7/4 


EAS Ej 
T 3 T a =T. 


0 T/4 


PROBLEMA 11.55 


Calcular el volumen del sólido obtenido al girar la región limitada 
por las gráficas de f(x) = x? — 4r +4 y g(x) = 4 — x alrededor de 
y=-l. 


Solución 


Los extremos de integración serán los puntos de intersección de las curvas. 
Estos son: 


y =x? — 4r +4, y =4- r= r -—3r=0 xr=0, 1=3. 
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Si aplicamos el método de los discos (fórmula (5)), teniendo en cuenta que 
el radio exterior es re = Yr +1 = 4—x+ 1 y el radio interior es r; = yp +1 = 
r? — 4x + 4+ 1, resulta: 


3 
p= r f (4-241) (2? -4s +44+1)?] de 
0 


3 2 3 
z 5 (x — 2) 2(x — 2) 
= z5 25 = 
dE x| + 29x 5 T 3 i 5 
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PROBLEMA 11.56 


Determinar el volumen del sólido que se obtiene al girar alrededor 
del eje de abscisas la región del primer cuadrante limitada por las 
curvas y = 1/z?, y=sen(rx/2) y las rectas z = 0, y = e. 


Solución 


Los puntos de intersección de las curvas son 


TL TX 1 
y =1/2*, y =sen =s 3 >= : 


y=1/x?, y=e r? =1/e x=1/ye. 


1/yé 1 1 
V = / r |e? — sen? ZZ] do+ | a |z = sen? TE] dx 
0 2 1/ye T 2 
= e [2 — Ta e z =] Ca n i a (Seye — 5)r 
2 27 lo 3x3 2 2T 1/ve 6 
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PROBLEMA 11.57 


Se considera la hipérbola de ecuación z?/a? — y?/b? = 1 y las dos 
rectas perpendiculares al eje OX de ecuaciones 1 =p, 1=p+h 
(p > a). 


Determinar el volumen del cuerpo de revolución engendrado por la 
región ABCD indicada en la figura (siendo OB una de las asínto- 
tas) al girar en torno al eje OX. 


Solución 


Sabiendo que la ecuación de la asíntota OB es y = bx/a, el volumen del 
sólido indicado viene dado por 


p+h 2 2 2 pp+h 
V= a | 163 b? (5 y) dx = | (1222402) de = mb*h. 
ù a a a? Jp 


PROBLEMA 11.58 


Hallar el volumen generado por el área comprendida entre la parábo- 
la y = 4z — x? y el eje X al girar alrededor de la recta y = 6. 
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Solución 


12; 


Utilizando el método de los discos, como la región está comprendida en el 
intervalo [0, 4], el volumen, dado por la fórmula (5), es 


4 4 
Ea 2 an? L= 7 Lär q? y? i 
v=afi (6—y)] d f es (6 — 4x +21] d 


4 
1408 
= r f (48x — 28x? + 8r’ — 2%) dz = aA 
0 


15 


PROBLEMA 11.59 


Un servilletero se obtiene practicando un agujero cilíndrico en una 
esfera de modo que el eje de aquél pase por el centro de ésta. 
Si la longitud del agujero es 2h, demostrar que el volumen del 
servilletero es rah?, siendo a un número racional. 


Solución 


Si llamamos r al radio de la esfera, el radio del agujero cilíndrico será k = 


NA 
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De este modo, y de acuerdo con la figura, el sólido obtenido viene dado al 


girar alrededor del eje X la región limitada por las curvas z? + y? = r? e 


y = k. Tenemos entonces: 


h 37% Aria 
V=.f (r? =a? — K?) de = n (P? = Pe E "a 


Como 4/3 es racional, el resultado obtenido prueba el enunciado. 


Una sección de la figura obtenida es la siguiente: 


PROBLEMA 11.60 


2 2 
Se considera la elipse de ecuación — + 7 =1 y la cuerda FC 
a 


paralela al eje OX. Determinar OA = h de manera que el volumen 
engendrado por la región sombreada de la figura al girar en torno a 
OX sea la mitad del volumen del elipsoide engendrado por el área 
que limita la elipse dada girando en torno al mismo eje. 


90 


Solución 


Designaremos por Vı y Va a los volúmenes del cuerpo engendrado por la 
región sombreada y del elipsoide engendrado por la elipse, respectivamen- 
te. Como los puntos C y F tienen abscisa ay/1— h?/b? y —ay1— h? /b?, 
respectivamente, dichos volúmenes se obtienen por integración mediante las 
fórmulas: 


wz a f b21 — 22/02) — h?) de 


—ar/ 1—h2 /b2 
aa/ 1—=h2 /b2 2,37 a,/1—h?2/b2 
I e E E 


= 2r 
0 3a? |, 


T f ralo? — h?) y1 — h? /b?; 


V = rT b? (1 — x? /a?°) dz = f rab. 


== 


Como debe ser Vı = V2/2, al resolver esta ecuación se obtiene que 


4 2 2 An 2 2 3 
zma(o -h )V1-— h?/b? = Z rab = h= b\/1 — 1/ V4. 


PROBLEMA 11.61 


Calcular el volumen del toro, que es el sólido de revolución engen- 
drado al girar un círculo de radio r alrededor de un eje situado en 
su plano y a una distancia b de su centro (b > r). 
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Solución 


Si hacemos que OX sea el eje de giro y el centro de la circunferencia el punto 
(0,b), ésta tiene por ecuación 1? + (y — b)? = r?. El volumen, aplicando el 
método de los discos, vendrá dado por: 


r 2 2 
Vy = a f (o + yr? 2?) (o y? m) | dx = (cambio x = rsen t) 
7/2 1 7/2 
= sbr | r°? cos? t dt = 2br°r f + = sen a = 2br?7?, 
—1/2 2 —T/2 


PROBLEMA 11.62 


Hallar el volumen de un cono recto de altura h, cuya base es una, 
elipse de eje mayor 2a y eje menor 2b. 


Solución 


La sección determinada en el cono por un plano paralelo a la base y de 
altura OP = z es una elipse de eje mayor 2x y eje menor 2y. Su área es pues 
TTY. 
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Por semejanza de triángulos, se deduce de la figura que 


> 


MPC ~ MOa => PS PM es decir = M7 
MPD ~ MOB = E) -2M es decir Y = 12. 
El área de la sección es entonces Try = U Luego, 
rab f” tabh 


V = (h — dz = : 


3 


2), 


PROBLEMA 11.63 


equilátero. Calcular el volumen del sólido. 


Un sólido tiene una base circular de radio 2. Cada sección produ- 
cida por un plano perpendicular a un diámetro fijo es un triángulo 


Solución 


Si expresamos por la ecuación 124 y? = 4 a la base del sólido y consideramos 
las secciones perpendiculares al eje X, el lado de un triángulo genérico es 


l =2y y la altura es h = y/12 — [2/4 = 1y3/2 = yy3. 
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El volumen será entonces 


Ds 2 
v=/ aa 3] 4-2) de = PY 
=9 


-2 


PROBLEMA 11.64 


Un cilindro cuya base es una elipse se corta por un plano inclinado 
que pasa por el eje menor de la misma. Hallar el volumen del sólido 
restante. 


Solución 


Supongamos que la ecuación de la elipse es 1?/a? + y? /b? = 1 y llamamos H 
a la altura del cilindro (que corresponde al punto (a, 0)). Cortando el sólido 
por planos perpendiculares al eje OY obtenemos triángulos rectángulos se- 
mejantes. En un punto arbitrario (x,y) el área de uno de dichos triángulos 
(ver figura) es 


4 Zh _ 2 tga_ 04 
CO D o 
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Como (x,y) verifica la ecuación de la elipse, escribimos el área en función 
a*(1- y? /b) -H 
2a 


de y como A(y) = . El volumen será entonces 


PROBLEMA 11.65 


Un sólido tiene una base en forma de elipse cuyos ejes mayor y 
menor miden 10 y 8 unidades respectivamente. Hallar su volumen 
sabiendo que toda sección del mismo perpendicular al eje mayor 
es un triángulo isósceles de altura igual a 6. 


Solución 


Escribimos la ecuación de la elipse como 22/25 + y?/16 = 1. 
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El triángulo obtenido por la sección perpendicular al eje OX por un punto 
x tiene área A(x) = 2y - h/2 = 6y = 244/1 — 122/25, y el volumen del sólido 
(aplicando los métodos usuales de integración) es 


5 5 
V = f A(z) dz =24 | y 1-— 22/25 de 
-5 -5 


24 25 T TI 3 
= Z |2? aresent+2vV25-ax2| = 60r. 
5 É ia z 5 P , 60 


PROBLEMA 11.66 


La sección de un cierto sólido por cualquier plano perpendicular 
al eje OX es un cuadrado tal que los extremos de una diagonal 
pertenecen respectivamente a las parábolas y? = 4x, x? = 4y. Hallar 
el volumen del sólido. 


Solución 


La región que limitan ambas curvas viene indicada en la figura y los puntos 
de corte son (0,0) y (4,4). 


4 
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Como indica el enunciado, la diagonal de un cuadrado genérico une los 
puntos (2,y1) y (2,y2) y su longitud, en función de z es d = 2/1 — x? /4. 
Como el área del cuadrado es A(x) = d?/2 = (2y/x — 1?/4)?/2, el volumen 
pedido es: 


4 


4 2 A? 5 7/2 
v=/ (2/7 — 2?/4) E 2 de | 144 
0 


2 80 7 
0 


C. LONGITUD DE CURVAS PLANAS. 


a o o o o  _——————— ooo oo — — ——————_——— 


Dada la función y = f(x), definida en un intervalo [a,b], a cada partición 
P=([x0=4,11,...,Tn-1, Tn = b} de [a,b] le corresponde una poligonal de 
vértices Py = (tx, f(£k)), k=0,1,...,n, como indica la figura. 


La longitud del arco de la curva entre los puntos A y B de abscisas £x = a y 
x = b se define como el supremo de los perímetros de todas las poligonales. Si 
es finito, se dice que la curva es rectificable; si no, la curva no es rectificable 
(tiene longitud infinita). El resultado fundamental que aplicaremos en esta 
sección es el siguiente: 


Teorema. Si una función y = f(x) tiene derivada de primer orden continua 
en [a,b], entonces es rectificable y la longitud del arco viene dada por la 


fórmula A 
¡Apio f Era dè: 
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Si la función viene expresada en coordenadas paramétricas x = x(t), y = 
y(t), la fórmula queda de la forma 


z. PEOR VOP dt, 


siendo ty y tı los parámetros correspondientes a los puntos inicial y final de 
la curva. 


En la mayoría de los casos no es posible encontrar expresiones explícitas de 
la longitud de un arco de curva. Por ello se deben crear nuevas funciones, 
como es el caso de las integrales elípticas (que expresan longitudes de arcos de 
elipses), o utilizar métodos aproximados para calcular arcos de curva. 


PROBLEMA 11.67 


Hallar la longitud del arco de la parábola z? = 2py, con p > 0, 
comprendida en el intervalo [0, a]. 


Solución 


Si calculamos la derivada de la función, tenemos 


mp2 2 
y =2/p = VE? = VIF Ep = MEL, 


La longitud del arco pedido queda entonces 


a 
Loa p | x1/2?2+ p2 + yx?2+p? 
l = F y 22 +p? de = -In 
Pp Jo 2 p? p à 
p aya a+ yal + p? 
= | + Un | —||. 
2 p? p 


PROBLEMA 11.68 


i 0 
TOORNIG) z ER no es rectificable 
0 six=0 


Probar que la curva f(x) = 


en [0, 1]. 
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Solución 
(-1)” 
n 


Si consideramos los puntos £n = 1/n, con n € N, sabemos que f (£n) = 


y la longitud de la poligonal de vértices £n es 


2o A a 


n>l n>1 n>1 


que es una serie divergente. Esto prueba que la curva no es rectificable en 
[0, 1]. 


PROBLEMA 11.69 


Calcular la longitud del arco de curva y = In(cos x) en el intervalo 
[0, 7/3]. 


Solución 


Como la derivada de la función es y’ = — tg x, la longitud pedida es 


7/3 
g= V1+tg?x de = [In(seca + tg s)]7 = n(2 + v3). 
0 


PROBLEMA 11.70 


Hallar la longitud de la curva de ecuación 8a?y? = z?(a? — 227). 


Solución 


al y? 


Si escribimos la ecuación en forma explícita, tenemos y = + 


-24/2a 
2 — 4g?) 3a? — 4a? 
dni ES l 
A 8a? (a? — 2x?) j mE 24 2aya? — 272 


La longitud del arco será: 
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T 


4 1 a/ V2 342 — 4g? 
l 2V2a / Va? — 27? 
a/y/2 


2 2 
ecc 4 a. vaa = Ta. 
a 


a 


PROBLEMA 11.71 


Hallar la longitud de la astroide de ecuación z3 + yY3 = a2/3, 


Solución 


Escribiendo la ecuación en forma paramétrica como x= = acos?t, y = 
asen? t y teniendo en cuenta la simetría de la figura, la longitud viene dada 
por: 


/2 
3asentcost dt = 6a. 


7/2 
de af VO EY” dt= af 
0 


T 
0 


PROBLEMA 11.72 


Hallar la longitud de un lazo de la cicloide x = a(t — sent), y = 
a(l — cost). 


Solución 
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Como un lazo de la cicloide es el arco de curva comprendido en el intervalo 
t € [0,27], la longitud es: 


2T 2m 
L = VL (t) +y (t)? dt = / ay/ (1 — cost)? + sen? t dt 
0 


0 


27 2m 
= ava | v1 — cost dt = av3 | v2sen(t/2) dt = 8a. 
0 0 


PROBLEMA 11.73 


Hallar la longitud de la curva cuya ecuación en forma paramétrica 
es x(t) = acos? t, y(t) = asent(1 + cos? t). 


Solución 


Debido a la simetría de la figura, por la fórmula de la longitud de arco 
tenemos: 


T/2 7/2 
L = af 1 (6)? + y (t)? dt = af a cos tv4 -— 3sen?t dt = (cambio 
o 0 
V3 ent = senu) = a cos? u du = E a . _ 2a(4r + 343) 


13) v3 2 Jo 3v3 
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D. EJERCICIOS PROPUESTOS. 


1. Encontrar una fórmula que permita calcular el área de cada una 


de las regiones I, II, III y IV de la figura siguiente: 
Y 


g(b) — F(0) 
b 
por los puntos (0, f(0)) y (b, g(b)), tenemos: 


Resp.: Si llamamos r(x) = f(0) + -x a la recta que pasa 


b 

Ar= | FE) ate) da; 
a b 

An= | Me) ato) de+ f Inla) - fŒ) de 
a b 

Anr= | ($0) -r@lde+ | Igle) rt) de 


ins l ia 


2. Hallar el área de la figura limitada por la hipérbola equilátera 
xy = a°, el eje OX y las rectas z =a, x= 2a. 


Resp.: A = a? 1n2. 


3. Hallar el área encerrada por la recta y = 1 y la curva y = ln? z. 


Resp.: A = 4/e. 


4. Calcular el área limitada por las curvas y = (1-4)?, y = 16 — x2. 
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10. 


11. 


12. 


. Hallar el área de la región limitada por la curva y = (124 2x)e7 


. Hallar el área de la región limitada por la curva y = 


Resp.: A = 64/3. 


. Hallar el área limitada por la curva y = r? — 2x +2, su tangente 


en el punto (3,5), el eje OX y el eje OY. 
Resp.: A = 23/8. 


. Calcular el área de la figura del primer cuadrante limitada por las 


parábolas z? = 2py, y? = 2px en el interior de la circunferencia 
z? + y? =3p*, (p > 0). 


2 
Resp.: A= 77 Uv? + 97 — 36 arc sen 1/ v3). 


. Calcular el área de la región limitada por las curvas y = -r?° +6, 


(y—-D+x?=4, y=x. 
1 
Resp.: A= Sd — 6r). 


£ 


y el eje OX en el tercer cuadrante. 


Resp.: A = 4. 

£ 
(1 — 22)? 
y las rectas x = 0, x = 1/2 y= 0. 


1 
Resp.: A = ES 


9 243 


Calcular el área de la región limitada por las curvas y =5-—a?, 
y = (2-1). 


Resp.: A = 9. 
£ y? 
Calcular el área de la elipse — + 5 = 1. 
a b 
Resp.: A = rab. 


Calcular el área de la región limitada por las curvas z? +y? = 2, 
y=x3%,y=x+6. 
d+ 7 


a A 
Resp > 
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* arc sen T 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


Calcular el área de la región limitada por las gráficas de f(x) = 
x? — 4r +4 y g(1)=4-xz. 


Resp.: A = 9/2. 


Calcular el área de la figura limitada por la curva y = z3, la recta 
y=8 y el eje OY. 


Resp.: A = 12. 


Hallar el área limitada por la curva y? = z? — qt. 


Resp.: A = 4/3. 


Hallar el área de la superficie interior a la circunferencia q? + 
y? = 16 y por encima de la parábola z? = 12(y — 1). 


16r + 4y3 
Resp.: A = iaa E 

3 
Hallar el área limitada por la curva y =cos2x + cosx y el eje X 
entre las dos ordenadas que corresponden a una distancia igual 
a un período de la curva. 


Resp.: A = 3V3. 
Hallar el área encerrada por el bucle de la curva z? = a(z? — y°). 
8a? 
Resp.: A = —. 
esp T 
r2 y 


Dada la hipérbola de ecuación 73 = 1, determinar el área A 


e 
del triángulo mixtilíneo APQ, siendo A(a,0), P(av2, b), Qlav2, 0). 


Resp.: A = Ova — In(1 + V2)]. 


Hallar el área del segmento circular de centro O y radio r com- 
prendido entre las rectas x =a, x= b. 


b a 
Resp.: A = by r2? — b2 + r?° arc sen avy r? — a? — r?° arcsen —. 
r r 
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21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


Hallar el área del segmento parabólico comprendido entre y? = 
2px las rectas xz =a, x =b. 


Resp.: A = a =p 


Hallar el volumen del sólido de revolución engendrado por la 
figura limitada por la curva y = ze” y las rectas y =0,x=1 al 
girar alrededor del eje OX. 


re? 


Resp.: V = —. 
esp a 


Calcular el volumen del sólido engendrado al girar alrededor del 
eje OX la región interior a la circunferencia z? +y? =1 y a la 
parábola y? = 32 /2. 


Resp.: 197/48. 


Calcular el volumen del sólido obtenido al girar alrededor del eje 
OX la región limitada por la curva y = 2 — v1 — 2? y el eje OX. 


Resp.: V = 508 — 67). 


Calcular el volumen del sólido limitado por las curvas z?—y? = 4, 
y =2, y = —2 al girar alrededor del eje OX. 


32 
Resp.: V = eva - 1). 


Calcular el volumen del sólido limitado por las curvas y = sen z, 
y=2x/7 al girar alrededor del eje OX. 


Resp.: V = 1?/6. 


Calcular el volumen del sólido obtenido al girar la región limitada 
por las gráficas de f(x) = V4— 2? y g(x) = 1 en el intervalo [0, v3] 
alrededor de y = 0. 


Resp.: V = 2r v3. 


Sea R la región interior a la circunferencia de centro (1,—1) y 
radio 2 y por encima de la recta y = v3- 1. 


a) Determinar el área de R. 
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29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


b) Calcular el volumen del sólido obtenido al girar la región R 
alrededor del eje OX. 
2m 


2 
Resp.: A = 3 -— v3; V = E (2 + 3V3 — 271). 


Sea R la región limitada por las curvas z +y = 242, y = r?. Cal- 
cular el área de R y el volumen que engendra R al girar alrededor 
del eje OX. 


Resp.: A = 7/12 (pensar x como función de y); V = 117/21 (método 
de los tubos). 


2 
Sea R la región limitada por las curvas y = Z +2 y 51+8y-14 = 
0. Calcular el área de R y el volumen de la figura obtenida al girar 
R alrededor del eje OX. 


891 
Resp.: A = 27/192; V = 20 (método de los discos). 


Sea R la región limitada por las curvas y = 4x — 2? y 2z — y = 0. 
Calcular el área de R y el volumen de la figura obtenida al girar 
R alrededor del eje OX. 


Resp.: A = 4/3; V = 327/5. 


1 q? 
A a 0 0 
UR 


cular el área de R y el volumen de la figura obtenida al girar R 
alrededor de los ejes OX y OY. 


Sea R la región limitada por las curvas y = 


Resp.: A = (37 — 2)/6; Vx = ay ón + 8) (discos); Vy = 7(4In2 —-1) 
(tubos). 


Se considera la región R limitada por las curvas 12+(y-1)?= 5, 
x = 2(y — 1)?. 


a) Calcular el área de R. 


b) Calcular el volumen obtenido al girar la región R alrededor 
del eje OY. 


c) Calcular el volumen obtenido al girar la región R alrededor de 
la recta y = 1. 
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34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


1 2 116 10y5-— 19 
Resp.: A = 5arcsen Z + 3 Vy = ETA (discos); Vy=1 = nR -T 
(tubos). 


Dada la región limitada por las curvas y = 4x2?, y = z?/9, y = 2, 
calcular el área de la región y el volumen obtenido al girar dicha, 
región alrededor de los ejes OX y OY. 


Resp.: A = 20y2/3; Vx = 16r v2 (tubos); Vy = 357/2 (discos). 


Dada la región limitada por las curvas y = z? +1, y- 1 = z, 
calcular el área de la región y el volumen obtenido al girar dicha 
región alrededor del eje OY. 


Resp.: A = 1/6; Vy = 7/6. 


Dada la región limitada por las curvas z? + y? = 12, a? = 4y, 
y? = 4x, calcular el área de la región y el volumen obtenido al 
girar dicha región alrededor del eje OY. 

4y2 
Resp.: A= n + 12aresen V2/3 — 3m; Vy = T (25645 — 200). 
Se considera la región limitada por la curva y = sen(7x/2) + 
cos(mx/2) +1 y las rectas x = 0, x = 1 e y=0. Hallar el área de 


dicha región y el volumen del sólido obtenido al girar alrededor 
del eje OX. 


4 
Resp.: A = 1 + —; V = 2r +10. 
T 


Calcular el volumen del tronco de cono con radios de las bases r 
y R y altura A. 


Resp.: V = ui +rR+ R°). 


Calcular la longitud del arco de la curva y = e?/2 + e7™®/2 entre 
los puntos de abscisa x = 0 y xz =2. 


Resp.: L = e — e™!. 


T 


Calcular la longitud del arco de la curva y = ln a 
e 


1 
L entre x = 1 


P= 
Resp.: L = ln(e? +1) — 1. 
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